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У роботі [1] наведено огляд та аналіз су-
часних підходів до моделювання / проектуван-
ня з’єднання з натягом “твердосплавний зубець 
– шарошка бурового долота”. Зокрема вказано 
на не вирішену проблему вибору геометричних 
параметрів, що характеризують з’єднання, за 
яких випадання / сколювання зубців мінімаль-
не; дослідники наводять різні, іноді суперечли-
ві, результати моделювання контакту двох ци-
ліндричних тіл. Таким чином, залишається ак-
туальною проблема розвитку моделей роботи 
з’єднання. 

Станом на сьогодні проектування констру-
кції з’єднань з натягом виконують на основі 
отриманого вперше Г. Ляме розв’язку задачі в 
напруженнях про стан товстостінного циліндра 
під впливом зовнішнього та внутрішнього тис-
ків [2, 3, 4]. Дещо інші підходи до розрахунку 
з’єднань з натягом описано у роботі М.И. Теп-
лого [5]. У переважній більшості відомих робіт, 
зокрема і у згаданих вище, на межі контакту 
вводиться невідомий “контактний тиск”. Такий 
прийом є зручним при аналізі з’єднань з натя-
гом, коли граничні умови для поверхонь, які не 
є поверхнями контакту, тіл з’єднання задано у 
напруженнях. Якщо для тіл з’єднання задається 
не тиск (напр., у разі дії на внутрішню або зов-
нішню поверхню газу або рідини під тиском), а 
переміщення (зокрема, коли внутрішній ци-
ліндр суцільний, а зовнішній моделюється про-
стором з отвором), то зручно аналізувати 
розв’язки в переміщеннях. 

Розглянемо задачу для складеного з натя-
гом двокомпонентного нескінченного циліндра 
(рис. 1). Отже, маємо дві області 

   21211 0 r,r,r,   , спряжені поверхнею 

1rr  . Матеріали ізотропні з пружними стали-
ми iiE ,  при 21,i,r i  . На поверхні 
спряження 1rr   задано радіальний натяг δ12. 
Необхідно знайти напруження та переміщення 
у двокомпонентному циліндрі. 

 
Рисунок 1 – Складений двокомпонентний 

циліндр 
 
Поставлена задача – осесиметрична. Розв’я-

зок такої задачі в переміщеннях шукаємо [4]: 
за диференційними рівняннями рівноваги: 
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Роботу присвячено аналітичному та числовому моделюванню з’єднання “зубець - шарошка” в посадці 
з натягом. Аналітичні розв’язки отримано у вигляді функціональної залежності напружень від натягу. Чи-
слові розв’язки знайдено з використанням методу скінченних елементів. Проведено порівняльне оцінювання 
аналітичного та числового розв’язків осесиметричних задач взаємодії товстостінних циліндрів для різних 
крайових умов. 

 
Статья посвящена решению осесимметричных задач, с помощю которых аналитически и численно 

моделировалось соединение «зубок-шарошка» в посадке с натягом. Аналитические решения получены в виде 
функциональной зависимости напряжений от натяга. Численные решения найдены с использованием ме-
тода конечных элементов. Приведена сравнительная оценка аналитического и численного решения осесим-
метричных задач взаимодействия толстостенных цилиндров для разных краевых условий. 

 
This article is devoted the axis-symmetric problem solution using analytical and numerical models of pressure 

coupling «compacts-roller» in tungsten carbide insert rolling cutter. Analytical solution is obtained in the form of 
stress functional dependence on oversize. The finite element method is utilized to receive numerical solution. Ana-
lytical and numerical solution results of the thick cylinder interaction axis-symmetric problem are compared for 
different boundary conditions. 
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за законом Гука для плоского напруженого 
стану: 
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де шукана функція uі = uі(r) – відповідає раді-
альні переміщення. Відповідно до [2, 4] при-
ймаємо σzz = 0. 

Крайові умови задаємо (на відміну від  
[2, 3, 4]) без використання “контактного тиску”. 
Вважаємо, що область 2  – півпростір, тобто 

2r : 

11101 0   rrr u,u ;            (4) 

0
22212   rr`rr u,u  ;         (5) 

121112   rrrr uu ;               (6) 

0
1112
  rrrrrrrr  .             (7) 

Для спрощення викладення та інтерпрета-
ції результатів назвемо тіло, обмежене охоплю-
ваною поверхнею, що займає область 1 , “ва-
лом”, а тіло, обмежене охоплюючою поверх-
нею, що займає область 2 , “отвором” – при 

2r  та “втулкою” – при скінченному 2r , що 
відповідає визначенням [6]. Для задавання гра-
ничних умов використано такі позначення та 
припущення: 1) радіуси до деформації повер-
хонь вала та отвору / втулки позначимо вели-
кими буквами з відповідними індексами. Оскі-
льки область 2  – двозв’язна, то менший раді-
ус позначимо ще одним індексом “1”, а біль-
ший радіус – “2”: 12

R , 21
R , 22

R ; 2) після 
з’єднання тіла деформуються і, відповідно, 
охоплювана та охоплююча поверхні радіусів 

12
R  і 21

R  набувають однакової величини Rс; 
3) cRRR  2112 21   ; 4) оскільки розгля-
даємо пружну задачу і δ12 – мале відносно раді-
усів меж областей, за радіус контакту 1r  (це не 
є точний радіус контакту Rс) можна прийняти 
довільно один з двох радіусів 12

R  або 21
R ; 

4) сума переміщень поверхонь тіл рівна геоме-
тричному натягу: 1221   .  

З урахуванням прийнятих граничних умов 
(4) та (5) розв’язок рівняння (1) набуде вигляду 
(8) для вала та (9) для отвору: 
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З урахуванням розв’язків (8) і (9) напру-
ження (2), (3) для вала та отвору набудуть ви-
гляду (10) і (11), відповідно: 
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Невідомі переміщення 21  ,  знайдемо з 
умов (6) та (7): 
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Таким чином, отримано замкнений 
розв’язок для поставленої задачі із змішаними 
крайовими умовами (4) – (7). Перевагою такого 
розв’язку відносно класичного [3] з крайовими 
умовами в напруженнях є відсутність необхід-
ності введення штучного поняття “контактний 
тиск”. 

Отриманий з прийнятими припущеннями 
розв’язок свідчить, що переміщення на границі 
контакту не залежать від радіуса границі, а ви-
значаються лише алгебраїчною комбінацією 
властивостей матеріалів та геометричним натя-
гом. Отже, деяка довільність вибору 1r  як раді-
уса контакту не вносить похибки у формулу 
(12) розв’язку крайової задачі (1) – (7). Дійсний 
радіус контакту Rс легко знаходиться із знайде-
них переміщень 1  та 2  і відомих початкових 
радіусів поверхонь 12

R  і 21
R . Таким чином, 

отриманий розв’язок відповідає відомим, наве-
деним наприклад, у [3, 4]. 

Варто зауважити таке: в роботі [7] наво-
диться отриманий на основі розв’язку Ляме з 
використанням “контактного тиску” розв’язок 
задачі з опису напруженого стану деталей 
з’єднання “зубець – шарошка”. Формула для 
розрахунку напружень від натягу співпадає з 
отриманою нами для радіуса r = r1, якщо при-
йняти N = 2δ12. Таким чином, можна стверджу-
вати, що автори [7] використовували граничні 
умови на нескінченності для плоскої задачі. 

Нами отримано розв’язок осесиметричної 
задачі контакту суцільного тіла та простору з 
отвором із змішаними граничними умовами. 
Але, враховуючи складну геометрію шарошок 
та порівняно невеликі їх розміри відносно 
з’єднання, необхідно розв’язати задачі з інши-
ми граничними умовами. 

Розглянемо задачу з 222 Rr  , подібну на 
ще одну традиційну, вперше описану в роботах 
Гадоліна, у постановці, наведеній в [3]. Грани-
чні умови співпадатимуть з умовами (4) – (7) за 
винятком того, що в умові (5) замість 

0
2

rr)r(u  приймемо, як і у [3, 4]:  
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0
2222

 Rrrrr )r( .             (13) 

Для вала розв’язок рівняння (1) не змінить-
ся, оскільки граничні умови (4) не змінились. 
Для втулки розв’язок рівняння (1) з урахуван-
ням зміни (13) граничних умов (5): 
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Отже, ми отримали вирази для радіальних 
переміщень точок обох тіл, як і у виразах (8) та 
(9) для попередньої задачі. 

Напруження для вала не змінюються, як і 
переміщення, і обчислюються за формулою 
(10). Напруження у втулці будуть: 

 
   

 
   

.
11

)(

;
11

)(

2
12

2
12

2
22

2
22

2

2
12

2
12

2
22

2
22

2

2

2

r
r

rr
Errr

r
r

rr
Errrrr











 









 (15) 

Переміщення 1  і 2 : 
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Таким чином, отриманий із зміненими гра-
ничними умовами розв’язок для знаходження 
переміщень 1 , 2  та відповідних напружень 
показує, що переміщення на границі контакту 
залежать від радіуса контакту а також від зна-
чень внутрішнього та зовнішнього радіусів 
втулки, і не визначаються лише алгебраїчною 
комбінацією властивостей матеріалів та геоме-
тричним натягом. 

Також очевидно, що радіальні та колові 
напруження відрізнятимуться не лише за зна-
ком, але й за абсолютною величиною. Абсолю-
тне значення 2  буде більшим, ніж 

2rr  у 
всіх точках зовнішнього тіла. Такі результати 
відповідають відомим результатам Гадоліна та 
ін., наведеним, наприклад, у [3]. 

Підстановка числових значень, наближе-
них до реальних конструкцій з’єднання “твер-
досплавна вставка – шарошка”, свідчить, що 
зміна результату у разі вибору як радіуса кон-
такту радіуса одного з контактуючих тіл при-
зводить до зміни результатів у межах 3 ÷ 5%, 
причому менші значення радіуса дають вищі 
значення результатів. Враховуючи, що Rс ле-
жить, ймовірно, десь між 12

R  та 21
R , похибка 

буде ще меншою. Тому для такої задачі як кон-

тактний радіус Rс так само можна обирати до-
вільний радіус 12

R  або 21
R . Оскільки менший 

радіус дає вищі абсолютні значення напружень, 
прийматимемо, як контактний, менший радіус, 
тобто 211 Rr  . 

Викликає зацікавлення задача, яка відріз-
няється від попередньої тим, що замість грани-
чної умови (13) на 222 Rr   задаємо: 

0
222

 Rrr)r(u .                 (17) 

Таким чином, спробуємо врахувати те, що 
прийнята розрахункова модель “вирізана” з 
решти тіла шарошки. 

Очевидно, що для вала розв’язок рівняння 
(1) з незмінними граничними умовами (4) за-
лишиться без змін у вигляді (8). Для втулки 
розв’язком рівняння (1) з граничними умовами, 
що задаються рівностями (5) і (17) буде: 
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Тоді напруження для вала можна знайти за 
формулою (10). Враховуючи (18), знайдемо ви-
рази для напружень у втулці:
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Переміщення 1  і 2  знаходимо, як і у пе-
ршій задачі, з умов (6) та (7). Після перетворень 
та спрощень отримуємо:
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(20) 

Приймаючи за значення радіуса 1r  будь-
який із радіусів 21

R  або 12
R  отримуємо за-

мкнений розв’язок. Підстановка числових зна-
чень показує, що зміна результату при виборі в 
якості радіуса контакту радіуса одного з конта-
ктуючих тіл веде до зміни результатів в межах 
2 ÷ 4%, причому менші значення радіуса дають 
вищі значення результатів, як і у попередній 
задачі. 

З отриманих аналітичних залежностей ви-
дно, що для всіх задач напруження та перемі-
щення є монотонними функціями від радіуса в 
межах кожного тіла з екстремальними значен-
нями при 1rr   та 2rr  . 
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Побудовані розв’язки можна використову-
вати для моделювання НДС від натягу твердо-
сплавного озброєння доліт. При цьому варто 
враховувати, що геометрична модель (рис. 1) 
може використовуватись лише як певне набли-
ження реальної шарошки. Зокрема, припущен-
ня про простір з переміщеннями на нескінчен-
ності не зовсім відповідає дійсності, оскільки 
шарошка конічна і відстань від поверхні отвору 
до поверхні шарошки в напрямку, перпендику-
лярному осі отвору, здебільшого не відповідає 
умовам, коли розміри тіла можна приймати 
безмежними. Гранична умова із вільною зовні-
шньою поверхнею втулки відповідає закріп-
ленню у циліндричній оправці, а обмеження 
переміщень на скінченному радіусі відповідає 
закріпленню зовнішніх поверхонь тіла від пе-
реміщень у радіальному напрямку. Таку ситуа-
цію можна трактувати, як вплив матеріалу, що 
відкидаємо при створенні розрахункової схеми. 
Очевидно, що реальна ситуація буде десь в ме-
жах між результатами з вільними поверхнями 
та закріпленими вздовж радіуса. Таким чином, 
ми маємо згідно рівняння (15) нижню та, згідно 
(19), верхню оцінку параметрів напружено-
деформованого стану (НДС) деталей з’єднання 
“зубець – шарошка”. Але отримані розв’язки не 
дозволяють позбутись обмежень на модель  
[2, 3, 4, 8]: достовірність результатів лише для 
достатньо довгих циліндрів, нехтування плас-
тичними деформаціями матеріалів деталей, 
проста форма поверхонь. 

Враховуючи реальну конструкцію 
з’єднання “зубець – шарошка” бурового долота 
(співвідношення розмірів, складність повер-
хонь) розв’язати аналітично задачу розрахунку 
параметрів НДС для моделі, наближеної до ре-
альної конструкції досить складно. Тому існує 
необхідність у побудові моделі з використан-
ням методів, які дають змогу позбутись згада-
них обмежень. 

Скористаємось для аналізу одним з універ-
сальних числових методів: методом скінченних 
елементів (МСЕ). Одним з основних питань у 
разі використанні числового методу виступає 
точність результатів. Для оцінки точності при-
ймемо, що отримані вище аналітично результа-
ти є точними, і скористаємось ними як базови-
ми для пошуку похибки [9]. 

Нами проведено розрахунки МСЕ з геоме-
трією моделей, які розглядались вище. Для по-
будови сітки скінченних елементів використо-
вуємо чотирикутний ізопараметричний еле-
мент, описаний у [10, 11]. 

Задавання крайових умов для МСЕ дещо 
відрізняється від способу, який використову-
ється в аналітичних розрахунках. Для “емулю-
вання” крайових умов на нескінченності при-
ймаємо радіус зовнішнього циліндра рівним 

110r . Таким чином, отримаємо похибку обчис-
лення напружень порядку О(r1/r)2≈0,01 віднос-
но значень при крайовій умові на нескінченно-
му радіусі. Наближенням нескінченної висоти 
(для забезпечення умов плоскої осесиметричної 
задачі) приймемо висоту з’єднання 18r , що від-

повідає рекомендаціям [12]. Тоді в деталях 
з’єднання, за винятком околів 12r  від торців 
моделі, справджуються умови плоскої задачі. 

Для порівняння результатів задамося чис-
ловими значеннями параметрів матеріалів та 
геометрії. Базовою оберемо конструкцію 
з’єднання номінального діаметра 10 мм долота 
ІІІ 244,5 ОК-ПГВ. Характеристики матеріалів 
та геометричні параметри зведено у табл. 1. 

Для моделей, де охоплююче тіло обмежене 
циліндром скінченого діаметра, приймемо зов-
нішній діаметр рівним D2_2 = 3d1. З даних 
табл. 1 максимальний табличний натяг склада-
тиме 0,14 мм, мінімальний: 0,077 мм. Зниження 
натягу відносно табличного внаслідок впливу 
мікронерівностей шорсткості та неточності 
геометрії не враховуємо. Розрахунки проводи-
тимемо при середньому натягу 0,1 мм. 

З метою порівняння аналітичних та чисе-
льних результатів розраховуємо значення фун-
кцій для заданих у табл. 1 числових величин. 
Позначимо “Модель 1” результати (8) – (12); 
“Модель 2”: (8), (14) – (16); “Модель 3”: (8), 
(18) – (20). Такі ж позначення моделей викори-
стаємо для результатів розрахунків МСЕ за мо-
деллю з відповідною геометрією та крайовими 
умовами. 

Отримані напруження відображено на гра-
фіках рис. 2: S_x, S_th – відповідно радіальна та 
колова компоненти напружень для моделі 
МСЕ; S_r, S_t – відповідно радіальна та колова 
компоненти напружень для аналітичної моделі; 
S_е – еквівалентні напруження (Мізеса). 

Різниця між результатами розрахунків за 
аналітичними та МСЕ моделями складає в се-
редньому 1 ÷ 2 %. Варто зауважити ще один 
результат, який видно з графіків рис. 2: колові 
напруження при обмеженому на зовнішньому 
радіусі переміщенні змінюють знак у межах 
стінки втулки. Таким чином, втулка мов би 
розвантажується (рис. 2 в)). Порівняння ж кри-
вих еквівалентного напруження за Мізесом 
рис. 2 г) свідчить, що насправді така конструк-
ція є жорсткіша і еквівалентне напруження зро-
стає. Звертає на себе увагу також факт, що для 
всіх моделей рівень напружень на межі отвору 
значно перевищує границю текучості, а для мо-
делі 3 і міцності. Тому необхідні більш детальні 
дослідження НДС з’єднання в наступних робо-
тах. 

Підсумовуючи використані нами геомет-
ричні моделі, розбивання геометричної моделі 
сіткою скінченних елементів та спосіб задаван-
ня граничних умов у числових моделях дають 
змогу отримати результати, які добре узгоджу-
ються з аналітичними розв’язками. Таким чи-
ном, вказані підходи можуть застосовуватись і 
для розрахунку параметрів НДС складніших 
моделей, геометрія яких наближена до геомет-
рії реальних конструкцій.  

Отже, для моделі простої геометрії побу-
довано, аналітично та МСЕ, розв’язок задачі 
опису НДС складеного з натягом двокомпонен-
тного нескінченного циліндра з граничними 
умовами в переміщеннях. Використання грани-
чних умов в переміщеннях, які є “природними” 
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для конструкції, дало змогу виявити вплив змі-
ни граничних умов на результати та причину 
суперечностей у результатах різних дослідни-
ків. Крім того, стає наочним вибір граничних 
умов для постановки задач, розв’язок яких шу-
каємо МСЕ, що дає можливість коректно оці-
нити точність їх розв’язку.  
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Рисунок 2 – Графіки радіальної та колової компонент напружень від радіуса, розрахованих 

за аналітичними та числовими МСЕ моделями (а, б, в); еквівалентних напружень  
за IV теорією міцності (г) 
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